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第四次産業革命は、いわゆる"ビッグデータ"を多く生むようになった。データの集まりは、空間の

中の点の集まりとみなせる。中でも、工業製品設計などで、3 次元の部分空間に収まらず可視化が

そのままではできないようなものを扱う必要が多く出てくるようになった。データの解析で重要な

数学的手法として、射影(例えば主成分分析)やフィッティング(例えば多様体学習等)がある。これ

らは低い次元のデータセットには有効だが、高い次元では限界がある。

高次元のデータの解析方法の確立を目指し、研究代表者が開拓してきた

高次元の図形(多様体)を低次元空間への具体的な良い可微分写像で射影写像することを通してみ、

調べるという手法

を検討し可能性を探ろうと本研究プロジェクトは創設された。この手法は、多様体上の良い可微分

関数の特異点をもとに多様体のホモロジーやホモトピー等トポロジーの情報を捉える所謂 Morse

理論やその高次元化といえる、それなりに確立され発展している幾何学の手法が原点にある。高次

元の複雑な空間を幾何的構成的に理解するという、重要な未開拓の難題に応用しようと進めてい

る。

確立まではまだ距離があるものの、成果として以下の重要な問題が開拓された。

1多目的最適化問題の難易度やランク付けに、写像の逆像の連結成分を 1 点に圧縮することで得ら

れる空間である Reeb 空間のトポロジーの情報を活用する。

2 Fiber Topology は、前述の Reeb 空間を用いてデータのつながりを大まかに捉えることで可視

化解析しようというものである。1・2 次元の Reeb 空間で済ませている部分を高次元化したり、

逆像の幾何的情報を残せるような手法を開拓する。

3 1・2 の問題や他の数学の手法が適用されるような問題を発見発掘する。また、実問題に一連の

手法が応用できるか検討する。
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1. 本プロジェクトについて.

第四次産業革命, 情報技術の発展は, 多くのデータ (の集まり)を生むようになった.
多くは”ビッグデータ”と呼ばれる非常に規模の大きなものである. これらを解析す
るのに, 機械学習, それに支えられる AI は強力で不可欠なものである. そしてそれを
支えるのは図形や空間, あらゆる現象を数値的量的に, 理論的に表現できる自然科学
の基礎言語「数学」である.
データやその集まりは, 決まった次元の空間内の点や集まりで表現できる. その中

で, 3 次元以下の低次元の部分空間に沿っているものも少なくはなく, それらに関し
てはいわゆる主成分分析等にあらわれるような射影, またデータから曲面やそれに適
合する良い空間 (多様体)を見つけ出してとらえることで, それなりに解析できる. 一
方, 近年, 工業製品設計等で, 高次元の空間でないと収まらないようなデータも多く扱
われるようになった. このようなものを扱う強力な手法がないというのが現状である.
今回, 研究代表者の

高次元の空間 (多様体)を低次元の空間に良い可微分写像で射影写像して捉える.

という, 萌芽的な幾何学の一研究を活用しようという目的の下, 本プロジェクトは
立ち上がった.

2. 成果.

初日二日目を公開日とし, 以降は, 情報科学系, 工学系から, 「櫻井 大督　氏」「濱
田 直希　氏」「藤井 彬人 氏」「Likun Liu 氏」が応用の立場から問題の紹介をされ,
数学側で「佐伯 修 氏」と研究代表者が数学面でのサポートや数学側でできそうなこ
との検討を行った.
結果, 手法の確立とまでは至らずとも, 多くの重要で興味深い問題が掘り出せた.

大きなものは以下の三点である.

(1) (濱田氏が主体となってまとめあげられた問題. )
Reeb 空間という, 写像の逆像からなる空間のトポロジーに関する情報で, 多
目的最適化問題の難しさの評価やランク付けを行う.

(2) (櫻井氏, 藤井氏, Liu 氏 が主体となってまとめ上げられた問題. )
”Fiber Topology” の手法, Reeb 空間を活用して高次元のデータ (から自然に
出てくる高次元の形)のつながりをみることでデータを可視化解析しようと
いう手法は, 一定の成果を収めている. 一方, 「逆像のトポロジー等をも考慮
した手法等に関する研究」は, 現時点で殆ど未開である. これらについて, 関
連して数学側で「可微分写像の幾何学的理論」を発展させ, 計算機科学, 工学
側で 「逆像の”かたち”も考慮した Reeb 空間の計算方法」を発展させる.
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(3) (高橋氏が主体となってまとめ上げられた問題. )
応用の問題で, (1) や (2) の手法や他の数学の手法が適用されそうな問題を検
討する.

他にも, 数学情報科学工学とあらゆる分野の議論を実施した. 次節で, 数学用語の
定義, 数学的により詳細な説明等もはさみながら, 紹介する.

3. 問題の詳説や行った議論.

数学用語に関しては, 必要や状況に応じ触れるが, 詳しくは参考文献のいくつかを
参照にするとよい.
多様体に関する重要な書籍として, [21], より進んだ内容として [35] を挙げる. 位

相多様体, Cr 級構造 (可微分構造)と Cr 級 (可微分)多様体, Cr 級 (可微分)写像と
その微分, Cr 級’(可微分)カテゴリー, 埋め込み, はめ込み, 微分同相 (写像), 部分多
様体, 閉多様体, 閉部分多様体, 連結和, 多様体の向きやスピン構造, · · · 等といった多
様体に関わる基本的な概念についてはこれらを参照にするとよい.
初歩の (代数的・組み合わせ的)トポロジー例えば単体, 単体複体, 多面体, 単体写

像, PL 写像, PL カテゴリー, PL 多様体, ホモロジー群, コホモロジー群 (環), 基本
群, 単連結性等については, 一通り系統的に関連した内容が扱われている和書として
[36], 洋書として [2], 組み合わせ的な部分に関しかなり詳細な部分まで扱っている [6]
等を参照のこと.

3.1. 折り目写像と定義域多様体 (研究代表者の研究紹介). 以下,多様体やその間の写像
は C∞級つまり無限階微分可能,滑らかなものを考える. 以下,研究代表者の講演させて
頂いた内容,関連した自身のHP (https://naokikitazawa.github.io/NaokiKitazawa.html)
にある
https://naokikitazawa.github.io/KenkyuNaokiKitazawaJapanese.html
からアクセスできる [16] を参考に, 今回の共同研究の柱にある数学理論を説明する.
まず, 滑らかな写像の特異点とは, 微分の階数が定義域値域双方の次元より低くなる
ような定義域の点であることに一応触れておく. 折り目写像を定義する.

Definition 1. 境界のない m 次元多様体から境界のない n 次元多様体への滑らか
な写像 f が, 各特異点 p で整数 0 ≤ i(p) ≤ m−n+1

2 があり, f が適切な座標下で

(x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xn−1,
∑m−i(p)

k=n xk
2 −

∑m
k=m−i(p)+1 xk

2) の型で表されると
き, 折り目写像 (fold map)であるという.

n = 1 で値域が実数全体の空間の場合が所謂 Morse 関数である. Morse 関数につ
いては, [23] や [24] が微分トポロジーの第一人者 Milnor による有名な著書であり,
[35] 等にも説明がある. 折り目写像について, 初期の研究は [39] そして [37] があり,
ここで挙げるような, 多様体の代数トポロジー微分トポロジーに関連した初期の研究
には, 例えば [27] や [28] 等がある. 関連して, [1] は, 所謂可微分写像の特異点の理論
に関する, 基本的事項から進んだ内容までを説明したテキストである.
研究代表者の研究は, 主に, 次元 2 以上の球面やその直積を最も簡単なものとして

含むようなクラスである, (高次元, 主に 5 次元以上で次元の高さ故自由度が高い, )
単連結な閉多様体いわゆる境界のないコンパクトな多様体を, 具体的に良い可微分写
像の構成を介して幾何的構成的にみていくというものである. 空間が単連結であると
は, 連続的に 1 点に縮められないようなループがないことを意味する, (整係数)ホモ
ロジー群は、穴を整数の群やその自然な一般化である”足し算” からなるような代数
で表現したものである. ユークリッド空間や球体は, 次元 2 以上の球面同様単連結で,
整係数ホモロジー群について, 所謂連結性を表す事実, ”0 次の部分が整数のなす群と
同型になること”を除けば自明である.
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”単連結な 3 次元閉多様体が球面に同相になる”という, Poincaré 予想 (の高次
元版といえる問題)を解いていく過程で, 次元の高さゆえの自由度の高さというもの
が効果的に働いて代数的, 抽象的に理解され, ある意味で終わったとされる世界であ
る (最近でも代数的でありながらもある程度具体的といえる状況でより深く考察した
[20] や [38] 等の研究はある: 7 次元が注目されているのは [22] における 7 次元の単
位球面と同相だが微分同相ではないような可微分多様体の発見に始まる). 一方で何
もわかっていないと考えられる, この世界の幾何的構成的側面を明らかにしていきた
いというのが, 研究代表者の研究の動機である.
以下で自身の研究について述べる. まず基本的な用語や記法をいくつか説明する.
最初に最も基本的な多様体とそれを表す記法等を紹介する. Rk で k 次元ユー

クリッド空間を表す. 各点 x について ||x|| ≥ 0 でその点と原点 0 の間の自然
な距離を表す. Sk := {x ∈ Rk+1 | ||x|| = 1.} で Rk+1 内の k 次元単位球面,
Dk := {x ∈ Rk | ||x|| ≤ 1.} で Rk 内の k 次元単位球体を表す.
二つの可微分多様体の間の可微分であるような同相写像が特異点をもたないとき,

微分同相写像であるという. 二つの多様体の間に微分同相写像が存在するとき, 二つ
は可微分多様体として同相つまり微分同相であると定義する. 可微分多様体 X 上の
コンパクトな可微分多様体 F をファイバーとするような滑らかな束とは, 逆像が F
と微分同相な, 特異点を有さない X への全射な可微分写像を表すこととする: 可微分
多様体の直積の射影の自然な一般化といえる可微分写像からなるクラスの可微分写像
である. 束に関する一般論は [25] や [34] を参考にするとよい. 連結和とは, 可微分多
様体に滑らかに埋め込まれた自身と同じ次元の単位球体の内部を取り除き境界同士を
自然な微分同相写像で同一視し貼り合わせて可微分多様体を得る操作のことをいう.

Definition 2 ([8], [9].). m > n ≥ 1 を整数, M を m 次元連結閉多様体とする. 折り
目写像 f : M → Rn が以下を満たすとき 同心円形(round)であるという.

(1) n = 1, f |S(f) が埋め込みで, 逆像が特異点を持たないような値域の点 a ∈ Rn

と微分同相写像の組 (Φ : f−1((−∞, a]) → f−1([a,∞)), ϕM : (−∞, a] →
[a,∞)) で f |f−1([a,∞)) ◦Φ = ϕM ◦ f |f−1((−∞,a]) を満たすようなものがある.

(2) n ≥ 2, f |S(f) は埋め込みで. Rn 上の微分同相写像 ϕ, 整数 l > 0 で
ϕ(f(S(f))) = {||x|| = r | r ∈ N, 1 ≤ r ≤ l} を満たすようなものがある.

Remark 1. Definition 2 で, n = 2 のケースでの ϕ について, n = 1 の方でも同様の
ものが取れる.

後で紹介する FIGURE 4 にあるような Morse 関数や FIGURE 5 の折り目写像
等を自然に含むクラスといえる. [26] 等にも関連する話があるが, 閉可微分多様体に
ついて, 特異点を丁度 2 個有するような Morse 関数の存在と, 4 次元でない球面また
は 4 次元の単位球面と微分同相であることと同値である. 所謂 Reeb の定理として
知られている古典的な重要事実である.

Definition 3. m > n ≥ 1 を整数, M を m 次元連結閉多様体, f : M → Rn を同心円
形折り目写像とする.

(1) n = 1 であるか, n ≥ 2 であり, Rn 上の微分同相写像 ϕ と整数 l > 0 で
ϕ(f(S(f))) = {||x|| = r | r ∈ N, 1 ≤ r ≤ l} となるものについて, ϕ ◦ f

の (ϕ ◦ f)−1
({||x|| = r | 1

2 ≤ r}) への制限と x 7→ 1
||x||x により定義され

る写像の合成が単位球面上の自明な滑らかな束の構造を与えるとき, f は
大域的に自明なモノドロミーを持つという.

(2) n = 1 であるか, n ≥ 2 であり, Rn 上の微分同相写像 ϕ と整数 l > 0 で
ϕ(f(S(f))) = {||x|| = r | r ∈ N, 1 ≤ r ≤ l} となるものについて, ϕ ◦ f の
(ϕ ◦ f)−1

({||x|| = r | k − 1
2 ≤ r ≤ k + 1

2}) への制限と x 7→ 1
||x||x により定
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のこの閉半直線の逆像への制限.

特異点の集合の像のもっとも内側の
連結成分,

.

Figure 1. 大域的に自
明なモノドロミーを持
つような同心円形折り
目写像の (特異点の集合
の)像他. 赤で囲まれた
円の内部を除いた部分
の逆像に写像を制限す
ると Morse 関数と円周
(により表される n − 1
次元の単位球面と微分
同相な球面)の上の恒等
写像の直積とみなせる:
実はこれはかなりごま
かしてしまっているが,
非常に難しいところで
あり, そして, 直積と考
えて問題ない.

のこの閉線分の逆像 への制限
.

Figure 2. 連結成分
ごとに自明なモノドロ
ミーを持つような同心
円形折り目写像の (特異
点の集合の)像他. 赤い
2つの円周で囲まれた部
分の逆像に写像を制限
すると Morse 関数と円
周 C (により表される
n− 1 次元の単位球面と
微分同相な球面)上の恒
等写像の直積とみなせ
る: 実はこれはかなり
ごまかしてしまっている
が, 非常に難しいところ
であり, そして, 直積と
考えて問題ない.

義される写像の合成が各 1 ≤ k ≤ l で単位球面上の自明な滑らかな束の構造
を与えるとき, f は 連結成分ごとに自明なモノドロミーを持つという.

Theorem 1 ([7], [8], [11] 等.). m > n ≥ 1 を整数とし. M を (m− n) 次元単位球
面をファイバーとするような Sn 上の滑らかな束の全空間として表される多様体の
l− 1 ≥ 0 回の連結和の繰り返しで得られる多様体であるとする. このとき, 連結成分
ごとに自明なモノドロミーを持つような同心円形折り目写像 f : M → Rn で以下を
満たすようなものがある.

(1) 特異点の指数は 1 以下. n = 1 のとき特異点の個数は 2(l + 1) 個. n ≥ 2 の
とき特異点集合の連結成分の個数は l + 1.

(2) 特異点を含まないような逆像の連結成分は Sm−n と微分同相な球面の非交
和. 原点の逆像の連結成分数は, (値域が ϕ で変換されているとすると) l+1.

Remark 2 ([[7], [8], [11] 等.). Theorem 1 で, ”逆” が, ”m ≥ 2n” か ”l = 1 で同心
円形折り目写像が大域的に自明なモノドロミーを持つ”ときは成立.

後の FIGURE 5 の例を含むような適切なクラスの写像や多様体を考え, 写像の構
成や定義域に現れる多様体を考えた結果出てきた話である. 一般に, 特異点を含まな
いような逆像の連結成分が球面であり, 特異点の指数が 0 か 1 であるとき, 定義域の
多様体が, 後で正式に定義する Reeb 空間のトポロジーから, かなりわかる. 同じく後
で紹介する [12], [13] で具体的にここで紹介した結果のものを特別なものとして含む
ように, こういう写像を多く, Reeb 空間とともに構成して得ている. 微分トポロジー
の観点から意味のある例も出てくる. 一方, 例えば, 定義域の次元が値域の次元より
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Figure 3. Theorems 2 と 3 の写像の像 (特異点全体の集合の像)
や逆像の多様体 (の型 : 値域は R4).

それなりに高いと, 扱っている多様体は特別なもの, 人工的とみなされがちなものば
かりになり得てしまうという問題も起こる.

k 次元 複素射影空間 CP k は 2k 次元の単連結閉多様体で, 例えば k = 2 のものの
整係数コホモロジー環は H2(CP 2) ∼= Z の生成元で生成され, その生成元を 2 乗する
と H4(CP 2) ∼= Z の生成元となる. スピン多様体とは, ”向きが入る” という性質の
高次的な性質にあたるものを満たすような多様体である. 詳しくは省略するが, ユー
クリッド空間や球面は自然にスピン多様体になること, k 次元複素射影空間で k が奇
数のものはそうなるが, 偶数のものはそうならないことに触れておく. [25] 等に関連
した内容が説明されている.

Theorem 2 ([17].). 整係数コホモロジー環が CP 2 × S3 と同型な 7 次元単連結閉
スピン多様体の無限族 {Mj}j∈N⊔{0} で, 以下を満たすものがある.

(1) Mj1 と Mj2 は j1 ̸= j2 ならば同相でない.
(2) Mj は R4 への同心円形折り目写像を持つ.

Theorem 3 ([17].). Theorem 2 で, Wang のプレプリント [38] の結果 (2018)を認
めれば, {Mj}j∈N⊔{0} はすべてのコホモロジー環が CP 2 × S3 と同型な 7 次元単連
結閉スピン多様体を微分同相であることを法として含むようにできる. さらに

”Mj1 と Mj2 は j1 ̸= j2 ならば同相でない”

は

’’Mj1 と Mj2 は j1 ̸= j2 ならば微分同相でない”

となるようにできる.

特異点を含まないような逆像の連結成分に, 球面とは限らないものが出てきている
のが一つ重要なことである.

3.2. 多目的最適化問題の幾何的構造大域的構造 (一つ目の問題). X を Rm 内の領域
(で m 次元の単体複体の構造を与えることができる, つまり高々 m 次元の線分や三
角形や正四面体に位相的にうまく分割できるようなもの, )もしくはより一般により
高い次元のユークリッド空間内にある, 位相的には m 次元の単体複体の構造を与え
ることができるような部分空間とする. 適切な写像 f : X → Rn を考える. n = 1 の
とき f の最大 (小)値を与えるような X の点つまり最適解を求める問題が, 所謂 (単
目的)最適化問題である.

n ≥ 2 であるような問題が, 所謂多目的最適化問題である. このとき, パレート解
といわれるものが n = 1 の場合の最適解の高次元化として重要になる. パレート解
全体の集合が, パレート集合, その像はパレートフロントといわれる.
濱田氏の講演, 非公開の部分で, 以下多目的最適化問題の現状が説明された.

(1) 実用上 m は 10000 くらいまでありうる, そして n は 20 くらいまでの値を
とりうる.
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(2) 一方, 実際には n ≥ 4 であるような問題, many objective な問題と呼ばれる
問題は殆どなく n ≤ 2 が殆どである. n ≤ 3 の場合それなりに良い手法はあ
るが, many objective 問題には, 良い手法がない.

また, 多目的最適化問題において, 最適解パレート解を得るアルゴリズムを作るこ
とは重要で, 計算機科学の世界で様々なコンペもある. そこで重要になるのが, 良い
問題 (ベンチマーク問題)である. こういう問題を作ることは, 重要であると同時に難
しい. 中でも, 一つ, ベンチマーク問題の作成には, いわゆる ”エンジニア” が多く関
わっており, 三角関数や多項式関数などの初等関数を自然な方法で組み合わせて問題
が作られていく傾向が強い. しかし, これらは問題を複雑にしてしまい, 特に問題の
大域的幾何的構造を損ねてしまっているように思えるという指摘があった. そういっ
た悪い点を指摘, 示すものではないが,
http://mikilab. doshisha. ac. jp/dia/research/mop ga/moga/4/4-1-1. html
等にいくつかベンチマーク問題といえるものの例が挙げられている. ベンチマーク問
題の一連の現状が, 「Reeb 空間のトポロジーに関する情報」を問題の難易度やラン
ク付けに利用してみてはという考えにつながるという指摘を頂いた. 関連した応用が
できる可能性の高い, 純粋に幾何学, 可微分写像の大域的な幾何的性質そして Reeb
空間の大域的な位相的性質の研究として, [12], [13], [18] 等の研究を行った経験があ
ることに触れる.

Reeb 空間を定義する. 位相空間の間の連続写像 c : X → Y について, X 上に以
下のルールで定義される同値関係が定義される : x1, x2 ∈ X について x1 と x2 が同
じ逆像の同じ連結成分にあるときかつその時に限り, x1∼cx2 とする.

Definition 4. このとき商空間 Wc := X/∼c が c の Reeb 空間である.

ここで, [26] が Reeb 空間が登場した頃の重要な論文の一つであることに触れてお
く. 以下基本的な関数と写像の Reeb 空間を紹介しておく. FIGURE 4 は単位球面,
自然に埋め込まれたドーナツの表面に現れるような閉曲面 (トーラス)の高さを考えて
出てくるような, 基本的な Morse関数とその Reeb空間である : Morse関数やかなり
一般に閉多様体の可微分関数で特異点全体の集合の像が有限集合になるときは, 特異
点を含むような逆像の連結成分に対応する点を頂点としたグラフ所謂 Reeb グラフに
なる ([29]). FIGURE 5 は折り目写像と Reeb 空間の例である. S2 × Sm−2 (m > 2)
と微分同相な多様体上の折り目写像である. 特異点の集合の像を円周 2 個で表してい
る. Reeb 空間は, 2 次元の単位球体のコピーに, もう一つ同じ単位球体のコピーを, 前
者に滑らかに埋め込まれた円周の上に, 境界の間の適切な微分同相写像を用いて貼り
合わせて得られる. 一般に折り目写像やより一般のある程度良い可微分写像の Reeb
空間は, 値域の空間と次元が等しく, 値域と自然に両立するような多面体の構造をも
つ ([19] やより一般的な話として [33] を参照のこと).
なお, 我々の議論では, m > n であるようなものを中心的に扱ったことを補足して

おく.

3.3. 逆像の ”かたち” も考慮した Reeb 空間の理論や計算と Fiber Topology (二
つ目の問題). ”Fiber Topology” の中で, コンパクトな曲面上の Morse 関数や 3 次
元多様体から曲面への折り目写像より一般の良い可微分写像が可視化等への応用で
顔を出すこともある ([31]等). これらで, Reeb 空間は, 逆像の連結成分を 1 点にし
てデータの ”つながり” をみることを可能にする. 高次元データの可視化でも同様の
ことは考えられるが, Reeb 空間が 基本的に 1–2 次元の多面体であるようなものを扱
い, また逆像のトポロジーの情報等は殆ど保存されない. 研究代表者の研究の文脈に
乗せると, 逆像はやや高次元の, せいぜい球面 (や球体の)ような単純な図形として扱
われていると考えられる. 逆像を一般化する方向で理論を進めることが, 数学側で重
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↑ ↑
Figure 4. 単位球面, 自然に埋め込まれたドーナツの表面に現れる
ような閉曲面 (トーラス)の高さを考えて出てくるような, 基本的な
Morse 関数とその Reeb 空間 (グラフ). 関数やグラフの黒い点は関
数の特異点や Reeb グラフの頂点を表す. 多様体や関数の外の, 点や
円周 2 つを 1 点で同一視した図形は逆像 (の型)を表す (頂点以外の
逆像は円周と微分同相).

↓

Figure 5. S2 × Sm−2 (m > 2) と微分同相な多様体上の折り目
写像の特異点の集合の像や逆像や Reeb 空間. 特異点全体の集合
は 2 つの円周の非交和でありそこに制限すると埋めこみ. Sm−2 や
Sm−2 ⊔ Sm−2 は逆像の多様体 (の型)を表す.

要な問題となる. 応用側でも ”つながり” より多くの情報を残し有する, ”Reeb 空間
と適切な付加情報” を扱えるようにすることが重要な問題となる.
もう一つ, 今回はあまり話題にしなかった関連する問題として, [10] では, 与えら

れたグラフで, 特異点を持たないような逆像の連結成分が事前に指定した閉曲面にな
るような, そのグラフを Reeb グラフとしてもたらしてくれる 3 次元閉多様体上の
良い可微分関数を構成するという問題を初めて考え扱った. [32] によりはじめられた
”1 次元の Reeb グラフの実現問題” について新たな潮流を生み出すものといえ, 例え
ば [29] に繋がっている. 研究代表者を中心に, 現在も [14] 等具体的問題の設定と解
答が出続け, [15] 等新たな一般論に向けた考察もされ出している.

3.4. 応用事例と我々の理論や手法が適用されそうな部分について (三つ目の問題). 高
橋氏の講演で, 応用事例というべき内容が紹介された. 今回は主に, 現実の問題を扱
うための数学理論や計算機科学における基礎理論や手法に関する内容が多かった中,
今後理論や手法を発展させながら重きを置いていくべき問題である.

3.5. その他. 他にも多くの内容を扱った. 数学理論面では, 微分トポロジーに関する
議論を多く実施した. それを紹介する. 例えば, Poincaré 予想に直結する以下の命題
について, 数学的な議論を深め直した.
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Theorem 4. X を m > 1 次元の, 単連結でコンパクトな可微分多様体であるとす
る. X の整係数のホモロジー群は球体のそれと同型であるとする. さらに m ̸= 2 の
とき X の境界は単連結であるとする. このとき以下が成り立つ.

(1) m ̸= 4, 5 であれば, X は m 次元単位球体つまり原点を中心とした Rm 内の
半径 1 の球体と微分同相である. PL 多様体としても同様のことが成り立つ.

(2) 任意の m > 1 で位相多様体としても同様のことが成り立つ.

この内容を扱った最大の理由は, 濱田氏が, この定理や関連する事柄が, 考えてい
る領域, 空間が単体とみなせる, つまり穴がないことを推定する上で応用できる可能
性があるということを教えて下さったことである. 詳細は省略するが, 単体とみなせ
ることは, できる限り問題を単純な状況にして扱う上で重要である : 例えば前述の多
目的最適化問題で, パレート集合, パレートフロントが適当に単体分割できパレート
集合の単体が次元を変えないで写像されるような問題は自然で扱いやすい. 関連した
数学的結果, 例えば, [3], [4], [5] 等もある.
この議論は, 古典的な微分トポロジーが, 高次元データ解析において多くの可能性

を秘めていることを示唆するものと考えられる. 穴を積極的に扱うという話に変わる
が, 関連するとされる事柄として, これまでに説明した内容と重複はあるかもしれな
い, 以下を考えるに至った.

(1) 例えばデータの構造, 詳しくはデータが適合する多様体が, 研究代表者の構成
したような写像と適合しているようなものであれば, データの ”ホモロジー
コホモロジー · · · ” 等とでもいうべき情報を捕まえられる.

(2) データの各点を中心とする球体を大きくしていくことで, ホモロジー群を代
表する穴の生成消滅を捉えて ”データのホモロジー” を捉える ”パーシステ
ントホモロジー” の理論は強力な手法となっている. コホモロジー環や基本
群ホモトピー群等深い代数的情報を扱ったものはあるのか？どうやら全くな
いようではないらしい. が, 有効性, どの程度市民権を受けているのか受けう
るのかは不明である.
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